
Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè

ßçûê, íà êîòîðîì ãîâîðèò ìàòåìàòèêà, òî÷åí. Êàê è ëþáîé ÿçûê, îí ñîäåðæèò ñâîè
åäèíèöû. Òàêèìè åäèíèöàìè ñëóæàò âûñêàçûâàíèÿ èëè óòâåðæäåíèÿ. Â ðóññêîì ÿçûêå
âûñêàçûâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå. Êàæäîå óòâåðæäåíèå â
ìàòåìàòèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè. Íàïðèìåð,
ïðåäëîæåíèå ¾Çåìëÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà¿ åñòü èñòèííîå âûñêàçûâàíèå, à ïðåä-
ëîæåíèå ¾×èñëî 6 äåëèòñÿ íà 4¿ ÿâëÿåòñÿ ëîæíûì âûñêàçûâàíèåì. Ïðåäëîæåíèå æå
¾Êîòîðûé ÷àñ?¿ âîîáùå íå ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì.

Âûñêàçûâàíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè áóêâàìè A,B,C, . . . Åñëè âûñêàçûâà-
íèå A ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíî ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾è¿ � èñòèíà, è
çàïèñûâàþò: A = è. Åñëè âûñêàçûâàíèå B ÿâëÿåòñÿ ëîæíûì, ïèøóò: B = ë.

Èç âûñêàçûâàíèé ìîæíî ïîëó÷àòü íîâûå âûñêàçûâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ îïå-
ðàöèé ¾è¿, ¾èëè¿, ¾íå¿, íàçûâàåìûõ áóëåâûìè1.

Îïðåäåëåíèå 1. Îòðèöàíèåì âûñêàçûâàíèÿ A íàçûâàåòñÿ òàêîå âûñêàçûâàíèå,
îáîçíà÷àåìîå ¬ A (÷èòàåòñÿ: ¾íå A¿), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì, åñëè A ëîæíî, è
ëîæíûì, åñëè A èñòèííî. Ýòó ñèòóàöèþ ìîæíî èçîáðàçèòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû èñ-

òèííîñòè

À ¬A
è ë

ë è

Îïðåäåëåíèå 2. Êîíúþíêöèåé âûñêàçûâàíèéA èB íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå, îáî-
çíà÷àåìîå A ∧ B (÷èòàåòñÿ: ¾è A, è B¿), êîòîðîå èñòèííî, åñëè èñòèííû îáà âûñêàçû-
âàíèÿ A è B, è ëîæíî, åñëè õîòÿ áû îäíî èç âûñêàçûâàíèé ëîæíî, ò. å. â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ (ñì. òàáëèöó):

À Â A ∧B
è è è

è ë ë

ë è ë

ë ë ë

Îïðåäåëåíèå 3. Äèçúþíêöèåé âûñêàçûâàíèéA èB íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå, îáî-
çíà÷àåìîå A∨B (÷èòàåòñÿ: ¾èëè A, èëè B¿), êîòîðîå ëîæíî, åñëè ëîæíû îáà âûñêàçû-
âàíèÿ A è B, è èñòèííî â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (ñì. òàáëèöó):

À Â A ∨B
è è è

è ë è

ë è è

ë ë ë

Êðîìå òîãî, äëÿ ñîñòàâëåíèÿ âûñêàçûâàíèé èñïîëüçóåòñÿ åùå ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ.

1Â ÷åñòü àíãëèéñêîãî ìàòåìàòèêà Äæîðäæà Áóëÿ (1815�1864), ñ÷èòàþùåãîñÿ îòöîì ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ëîãèêè. Ñîçäàííûé èì ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ôàêòè÷åñêè â ñîåäèíåíèè ñ äâîè÷íîé ñèñòåìîé
ñ÷èñëåíèÿ ïðèâåë ê ñîçäàíèþ öèôðîâîãî ýëåêòðîííîãî êîìïüþòåðà.
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Îïðåäåëåíèå 4. Èìïëèêàöèåé âûñêàçûâàíèé A è B íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå,
îáîçíà÷àåìîå A ⇒ B (÷èòàåòñÿ: ¾èç A ñëåäóåò B¿ èëè ¾åñëè A, òî B¿), êîòîðîå ëîæíî,
åñëè A èñòèííî, à B ëîæíî, è èñòèííî â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (ñì. òàáëèöó):

À Â A ⇒ B
è è è

è ë ë

ë è è

ë ë è

Òî åñòü â ìàòåìàòèêå èç èñòèííîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî èñòèííîå,
à èç ëîæíîãî ìîæåò ñëåäîâàòü êàê èñòèííîå, òàê è ëîæíîå âûñêàçûâàíèå.

Îïðåäåëåíèå 5. Ýêâèâàëåíöèåé âûñêàçûâàíèé A è B íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå,
îáîçíà÷àåìîå A ⇔ B (÷èòàåòñÿ: ¾A ýêâèâàëåíòíîB¿, èëè ¾A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
B¿, èëè ¾A ðàâíîñèëüíî B¿, èëè ¾äëÿ A íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî B¿), êîòîðîå èñòèííî,
êîãäà âûñêàçûâàíèÿ A è B èñòèííû èëè ëîæíû îäíîâðåìåííî. Íàðÿäó ñ A ⇔ B â
ýêâèâàëåíöèè èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü: A = B.

Èòàê, ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî âûñêàçûâàíèé, êîòî-
ðîå íàçûâàþò àëãåáðîé âûñêàçûâàíèé.

Îñíîâíûå ôîðìóëû àëãåáðû âûñêàçûâàíèé:

1. ¬(¬A) = A;

2. A ∧ (¬A) = ë;

3. A ∨ (¬A) =è;

4. ¬(A ∧B) = (¬A) ∨ (¬B);

5. ¬(A ∨B) = (¬A) ∧ (¬B);

6. Çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè (ðàñïðåäåëèòåëüíûå çàêîíû):

A ∧ (B ∨ C) = (A ∧B) ∨ (A ∧ C);

A ∨ (B ∧ C) = (A ∨B) ∧ (A ∨ C);

7.
(
A ⇒ B

)
=

(
(¬B) ⇒ (¬A)

)
;

8.
(
A ⇒ B

)
=

(
(¬A) ∨B

)
;

9.
(
¬(A ⇒ B)

)
=

(
A ∧ (¬B)

)
.

Ýòè ôîðìóëû ìîãóò áûòü äîêàçàíû ñðàâíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ òàáëèö èñòèííîñòè.

Ïðèìåð 1. Äîêàæåì ïîñëåäíþþ ôîðìóëó. Òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ óòâåðæäåíèÿ â
ëåâîé ÷àñòè èìååò âèä:

À Â A ⇒ B ¬(A ⇒ B)
è è è ë

è ë ë è

ë è è ë

ë ë è ë
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À òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ óòâåðæäåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè èìååò âèä:

À Â ¬B A ∧ (¬B)
è è ë ë

è ë è è

ë è ë ë

ë ë è ë

Ñðàâíèâàÿ ýòè òàáëèöû, âèäèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ïðèíèìàþò
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ.

Óïðàæíåíèå. Ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííîñòè äîêàçàòü ôîðìóëû 1�8.

Âñåì òåîðåìàì T â ìàòåìàòèêå, êàê âûñêàçûâàíèÿì, ìîæíî ïðèäàòü âèä èìïëèêà-
öèè äâóõ óòâåðæäåíèé:

T = (A ⇒ B).
Âûñêàçûâàíèå A íàçûâàþò óñëîâèåì òåîðåìû T èëè òåì, ÷òî äàíî â òåîðåìå, à âûñêà-
çûâàíèå B � çàêëþ÷åíèåì òåîðåìû T èëè òåì, ÷òî òðåáóåòñÿ äîêàçàòü. Òàêæå âûñêà-
çûâàíèå B íàçûâàþò íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ âûñêàçûâàíèÿ A, à âûñêàçûâàíèå A
íàçûâàþò äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ âûñêàçûâàíèÿ B.

Ïðèìåð 2. T = ¾âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 4, äåëÿòñÿ íà 2¿ èëè èíà÷å:
T = ¾åñëè ÷èñëî x äåëèòñÿ íà 4, òî ÷èñëî x äåëèòñÿ íà 2¿.

Çäåñü ïðèâåäåíà èìïëèêàöèÿ, êîòîðàÿ èñòèííà, è âûñêàçûâàíèå B = ¾÷èñëî x äå-
ëèòñÿ íà 2¿ åñòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ âûñêàçûâàíèÿ A = ¾÷èñëî x äåëèòñÿ íà 4¿, à
âûñêàçûâàíèå A ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ âûñêàçûâàíèÿ B â ýòîé òåîðåìå
T .

Ñëåäóþùèå èìïëèêàöèè íîñÿò íàçâàíèÿ:
T = (A ⇒ B) � ïðÿìàÿ òåîðåìà:
T = (B ⇒ A) � òåîðåìà, îáðàòíàÿ ê ïðåäûäóùåé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ¾îò ïðîòèâíîãî¿. Îñíîâàíèåì
ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà 7:(

A ⇒ B
)

⇔
(
(¬B) ⇒ (¬A)

)
.

Ïðè òàêîì äîêàçàòåëüñòâå èñõîäÿò èç òîãî, ÷òî âåðíî óòâåðæäåíèå ¬B (ò. å. ïðåäïîëà-
ãàþò, ÷òî B � ëîæíî), è ïðèõîäÿò ê èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ ¬A (ò. å. ïîëó÷àþò, ÷òî A
òàêæå ëîæíî).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èç èñòèííîñòè ïðÿìîé òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå åùå íå ñëåäóåò
èñòèííîñòü îáðàòíîé ê íåé òåîðåìû, êàê ýòî âèäíî èç ïðèìåðà 2: â ðàçîáðàííîì ïðèìåðå
èç óòâåðæäåíèÿ B íå ñëåäóåò óòâåðæäåíèå A, ïîòîìó ÷òî, êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóþò
÷åòíûå ÷èñëà íå êðàòíûå ÷åòûðåì (íàïðèìåð, 2).

Îäíàêî ñóùåñòâóþò òåîðåìû âèäà
T = (A ⇔ B).

Çäåñü âûñêàçûâàíèå B ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ âûñêàçûâàíèÿ A, è
íàîáîðîò. Òàêóþ òåîðåìó íàçûâàþò êðèòåðèé.
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Ïðåäèêàòû è êâàíòîðû

Îïðåäåëåíèå 6. Ñóæäåíèå, çàâèñÿùåå îò ïåðåìåííîé âåëè÷èíû, êîòîðîå ïðè ïîä-
ñòàíîâêå çíà÷åíèé ïåðåìåííîãî ñòàíîâèòñÿ âûñêàçûâàíèåì, íàçûâàþò ïðåäèêàòîì.

Ïðèìåð 3. A(x) = ¾ñòóäåíò x ó÷èòñÿ íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå¿ åñòü ïðåäèêàò,
çàâèñÿùèé îò îäíîãî ïåðåìåííîãî x. Çäåñü A(x) � îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò. Íåðàâåíñòâî
B(x, y) = x2 + y2 > 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåñòíûé ïðåäèêàò.

Êàê è äëÿ âûñêàçûâàíèé, ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ∧ , ∨, ¬, ⇒, ⇔ ìîæ-
íî ñòðîèòü íîâûå ïðåäèêàòû, è ìû ïîëó÷èì àëãåáðó ïðåäèêàòîâ. Íîâûå ïðåäèêàòû è
âûñêàçûâàíèÿ ìîæíî ñòðîèòü èç ïðåäèêàòîâ òàêæå ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ, íàçûâàåìûõ
êâàíòîðàìè: ∃ � êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ (÷èòàåòñÿ: ¾ñóùåñòâóåò¿, ¾íàéäåòñÿ¿), è ∀ �
êâàíòîð âñåîáùíîñòè (÷èòàåòñÿ: ¾äëÿ ëþáîãî¿, ¾äëÿ âñÿêîãî¿, ¾äëÿ âñåõ¿).

Îïðåäåëåíèå 7. ∀x A(x) (÷èòàåòñÿ: ¾äëÿ âñåõ x A(x)¿) � âûñêàçûâàíèå, êîòîðîå
èñòèííî, åñëè ïðåäèêàò A(x) èñòèíåí äëÿ âñåõ x èç åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, è ëîæíî
� â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðèìåð 4. Óòâåðæäåíèå ¾ëþáîé ñòóäåíò ÓðÔÓ ó÷èòñÿ íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòå-
òå¿, êîòîðîå ôîðìàëüíî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∀x ∈ ÓðÔÓ {ñòóäåíò x ó÷èòñÿ íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå},
åñòü ëîæíîå âûñêàçûâàíèå.

Óòâåðæäåíèå ¾êâàäðàò äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà åñòü ÷èñëî íåîòðèöàòåëüíîå¿, ôîð-
ìàëüíî çàïèñûâàåìîå â âèäå: ∀ x ∈ R x2 > 0 � èñòèííîå âûñêàçûâàíèå.

Îïðåäåëåíèå 8. ∃x : A(x) (÷èòàåòñÿ: ¾ñóùåñòâóåò x òàêîé, ÷òî A(x)¿) � âûñêà-
çûâàíèå, êîòîðîå èñòèííî, åñëè ïðåäèêàò A(x) èñòèíåí íà êàêîì-òî êîíêðåòíîì x èç
åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, è ëîæíî, åñëè ïðåäèêàò A(x) ëîæåí ïðè âñåõ x èç åãî îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð 5. Óòâåðæäåíèå ¾íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ó÷àòñÿ äåâóøêè¿, êîòîðîå
ôîðìàëüíî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∃x : {äåâóøêà x ó÷èòñÿ íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå} �
èñòèííîå âûñêàçûâàíèå, òàê êàê, êîíå÷íî, íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ó÷èòñÿ õîòÿ áû
îäíà äåâóøêà.

Âûñêàçûâàíèå ∃x ∈ R : x2 + 1 6 0 � ëîæíîå.

Ïîñòðîèì îòðèöàíèå âûñêàçûâàíèÿ ∀x A(x).
Åñëè äàííîå óòâåðæäåíèå íå èìååò ìåñòà, òî ñóæäåíèå A(x) èìååò ìåñòî íå äëÿ âñåõ

x, ò. å. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x, äëÿ êîòîðîãî A(x) íå èìååò ìåñòà:

¬
(
∀ x A(x)

)
=

(
∃x : ¬A(x)

)
.

Ïðèìåð 6. Îäèí ìàëåíüêèé ìàëü÷èê î÷åíü ãðàìîòíî ïîñòðîèë îòðèöàíèå óòâåð-
æäåíèÿ ¾Âñå äåòè ëþáÿò êàøó¿. Îí ïîäóìàë è, ðåøèòåëüíî îòîäâèíóâ îò ñåáÿ òàðåëêó,
ñêàçàë: ¾Íå âñå¿.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî

¬
(
∃x : A(x)

)
=

(
∀x ¬A(x)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü îòðèöàíèå ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû, ñîäåðæàùåé êâàí-
òîðû, íåîáõîäèìî êâàíòîð ∀ çàìåíèòü íà êâàíòîð ∃, à êâàíòîð ∃ çàìåíèòü íà êâàíòîð
∀ è ïðåäèêàò çàìåíèòü íà åãî îòðèöàíèå.
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Ïðèìåð 7.

¬(∀ x {∃ y : [∀ z A(x, y, z)]}) =
= ∃ x : ¬{∃ y : [∀ z A(x, y, z)]} =

= ∃x : {∀ y ¬[∀ z A(x, y, z)]} =

= ∃x : {∀ y [∃ z : ¬A(x, y, z)]}.

Çàìåòèì, ÷òî ñêîáêè ìîæíî ÷àñòè÷íî èëè âîâñå îïóñêàòü ïðè çàïèñè òàêîãî ðîäà
ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë, åñëè íå âîçíèêàåò ðàçíî÷òåíèé.
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