
Ïîëíîòà ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå 1. Íåïóñòîå ìíîæåñòâîX ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó, åñëè
íàéäåòñÿ òàêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâàX áîëüøå èëè ðàâíû
ýòîìó ÷èñëó, ò. å.

∃ a ∈ R ∀ x ∈ X x > a.

Ïðè ýòîì ÷èñëî a, îãðàíè÷èâàþùåå ìíîæåñòâî X ñíèçó, íàçûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé
ìíîæåñòâà X.

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X íå ïðåâîñõîäÿò ýòîãî ÷èñëà, ò. å.

∃ b ∈ R ∀ x ∈ X x 6 b.

Ïðè ýòîì ÷èñëî b, îãðàíè÷èâàþùåå ìíîæåñòâî X ñâåðõó, íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé
ìíîæåñòâà X.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè a � íèæíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà X, òî a− 1 òàêæå áóäåò íèæíåé
ãðàíèöåé X, ðàâíî êàê è a−2 è ëþáîå ÷èñëî, ìåíüøåå a. Òî åñòü åñëè ìíîæåñòâî îãðàíè-
÷åíî ñíèçó, òî îíî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íèæíèõ ãðàíèö. Àíàëîãè÷íî, îãðàíè÷åííîå
ñâåðõó ìíîæåñòâî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî âåðõíèõ ãðàíèö.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàèáîëüøàÿ èç âñåõ íèæíèõ ãðàíåé ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ
òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ infX (÷èòàåòñÿ: èíôèìóì X).

Åñëè ââåñòè ìíîæåñòâî

Y = {a ∈ R | a � íèæíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà X},

òî îïðåäåëåíèå òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
m = infX, åñëè

1) m ∈ Y ;
2) ∀ a ∈ Y a 6 m.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3. Íàèìåíüøàÿ èç âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ supX (÷èòàåòñÿ: ñóïðåìóì X).

Åñëè ââåñòè ìíîæåñòâî

Z = {b ∈ R| b � âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà X},

òî îïðåäåëåíèå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
M = supX, åñëè

1) M ∈ Z;
2) ∀ b ∈ Z M 6 b.

Îïðåäåëåíèÿ èíôèìóìà è ñóïðåìóìà ìíîæåñòâà X ìîãóò áûòü äàíû è â òåðìèíàõ
ýëåìåíòîâ ñàìîãî ìíîæåñòâà X, áåç ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ìíîæåñòâ Y è Z.
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Îïðåäåëåíèå 2′. m = infX, åñëè
1) ∀x ∈ X m 6 x;
2) ∀ ε > 0 ∃ xε ∈ X xε < m+ ε.

Ïåðâîå óñëîâèå ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî m ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé
ìíîæåñòâà X, à âòîðîå � ÷òî ýòà ãðàíèöà íàèáîëüøàÿ, ïîñêîëüêó ïîïûòêà óâåëè÷èòü
÷èñëîm ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýòî óâåëè÷åííîå ÷èñëî óæå íå îãðàíè÷èâàåò âñå ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà X ñíèçó.

Àíàëîãè÷íî � äëÿ ñóïðåìóìà.
Îïðåäåëåíèå 3′. M = supX, åñëè
1) ∀x ∈ X x 6 M ;
2) ∀ ε > 0 ∃ xε ∈ X M − ε < xε.

Îïðåäåëåíèå 4. ÌíîæåñòâîX íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî îãðàíè÷åíî ñâåð-
õó è ñíèçó, ò. å.

∃ a, b ∈ R ∀x ∈ X : a 6 x 6 b.

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì, åñëè îíî íåîãðàíè÷åíî õîòÿ áû ñ îäíîé ñòîðî-
íû (ñâåðõó èëè ñíèçó).

Òåîðåìà (î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íûõ ãðàíåé). Ëþáîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó
(ñíèçó) ìíîæåñòâî èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ (íèæíþþ) ãðàíü, ïðè÷åì òîëüêî îäíó.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ìíîæåñòâî X ⊂ R îãðàíè÷åíî ñâåðõó, ò. å. íàéäåòñÿ
òàêîå ÷èñëî b ∈ R, ÷òî x 6 b äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Z = {b ∈ R : b � âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà X}.

Òîãäà
∀ x ∈ X ∀ b ∈ Z ⇒ x 6 b.

Îòñþäà, ïî àêñèîìå íåïðåðûâíîñòè VII, íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî M ∈ R, ÷òî

x 6 M 6 b, x ∈ X, b ∈ Z.

Ýòî íàéäåííîå ÷èñëî è áóäåò ñóïðåìóìîì ìíîæåñòâà X. Äåéñòâèòåëüíî, èç ëåâîé ÷àñòè
ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà M ,
÷òî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì âåðõíåé ãðàíè. Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà
ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî b ∈ Z, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî M íå ïðåâîñõîäèò ëþáîé âåðõíåé
ãðàíè, ò. å. ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé èç âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò,
÷òî M = supX.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòüM1 = supX èM2 = supX. Ïîñêîëü-
êó M1 � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü, à M2 � âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà X (ïî îïðåäåëåíèþ
òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ñàìà ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ), ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

M1 6 M2.

Òåïåðü, íàîáîðîò, ïîñìîòðèì íà M1 êàê íà îäíó èç âåðõíèõ ãðàíåé, à íà M2 � êàê íà
íàèìåíüøóþ èç âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé è ïîëó÷èì

M2 6 M1.

Èõ ýòèõ äâóõ íåðàâåíñòâ, ïî àêñèîìå àíòèñèììåòðèè IV3, ñëåäóåò, ÷òî M1 = M2, ò. å.
òî÷íàÿ íèæíÿÿ ðàíü òîëüêî îäíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ïðåäëàãàåòñÿ
ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî ïî àíàëîãèè â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. �

Çàìåòèì, ÷òî òî÷íûå ãðàíè ìîãóò êàê ïðèíàäëåæàòü, òàê è íå ïðèíàäëåæàòü ìíî-
æåñòâó. Íàïðèìåð, åñëè X = [0, 1), òî infX = 0 è ïðèíàäëåæèò X, à supX = 1 è íå
ïðèíàäëåæèò X.

Åñëè ìíîæåñòâî X íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó (ñíèçó), òî ïèøóò

supX = +∞ (infX = −∞).

Ïðèíöèï Àðõèìåäà è åãî ñëåäñòâèÿ

Ëåììà. Ëþáîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó (ñíèçó) ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà öå-
ëûõ ÷èñåë èìååò ìàêñèìàëüíûé (ìèíèìàëüíûé) ýëåìåíò.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ìíîæåñòâî X ⊂ Z îãðàíè÷åíî ñíèçó. Òîãäà ïî òåîðåìå î
ñóùåñòâîâàíèè òî÷íîé íèæíåé ãðàíè (òåîðåìà ) îíî èìååò èíôèìóì, îáîçíà÷èì åãî m.
Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ýëåìåíò xε ìíîæåñòâà
X òàêîé, ÷òî xε < m + ε. Ïîëîæèì ε = 1. Òîãäà íàéäåòñÿ x1 ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèé
íåðàâåíñòâó

x1 < m+ 1. (1)

Óêàçàííûé ýëåìåíò è åñòü ìèíèìàëüíûé â ìíîæåñòâå X. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî âX íàéäåòñÿ ýëåìåíò, ìåíüøèé, ÷åì x1, òî ÷èñëî x1−1 áóäåò ïðèíàäëåæàòü
X. Íî ïîñêîëüêó m îãðàíè÷èâàåò ñíèçó âñå ìíîæåñòâî X, äëÿ ÷èñëà x1 − 1 òàêæå âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

x1 − 1 > m ⇐⇒ x1 > m+ 1.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1). Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî è x1 � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â ìíîæåñòâå X. �

Òåîðåìà (ïðèíöèï Àðõèìåäà). Ïóñòü h > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ R íàéäåòñÿ
k ∈ Z òàêîå, ÷òî

(k − 1)h 6 x < kh.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé x ∈ R è ðàññìîòðèì x
h
∈ R. Ââåäåì â

ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

Y =
{
p ∈ Z | p >

x

h

}
.

Ââåäåííîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî ñíèçó è ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Z. Òîãäà, â ñèëó
ëåììû, îíî èìååò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò:

∃ k = minY.

Òîãäà, ïîñêîëüêó k � ýëåìåíò Y ,

k >
x

h
⇐⇒ x < kh.

Ïîêàæåì, ÷òî x > (k − 1)h. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü

x < (k − 1)h ⇐⇒ x

h
< k − 1,

ãäå k − 1 ∈ Z. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî k − 1 òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Y ,
íî ýòî çíà÷èò, ÷òî k � íå ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �
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Ñëåäñòâèå 1. ∀ ε > 0 ∃n ∈ N 0 < 1
n
< ε.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ôîðìóëèðîâêå ïðèíöèïà Àðõèìåäà ïîëîæèì x = 1 è h = ε.
Òîãäà, ñîãëàñíî ïðèíöèïó Àðõèìåäà, íàéäåòñÿ n ∈ Z òàêîå, ÷òî 1 < nε. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî n � ïîëîæèòåëüíîå, à çíà÷èò, n ∈ N. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî 0 < 1

n
< ε. �

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü x > 0. Åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ x < ε, òî x = 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü x > 0. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 1 íàéäåòñÿ
n ∈ N òàêîå, ÷òî

0 <
1

n
< x.

Ðàññìîòðèì ε = 1
n
. Òîãäà äëÿ íåãî èìååì x > ε, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. �

Ñëåäñòâèå 3.

∀ a, b ∈ R (a < b) ∃ m

n
∈ Q a <

m

n
< b.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ÷èñëà b−a > 0, ïî ñëåäñòâèþ 1 íàéäåòñÿ n ∈ N òàêîå, ÷òî

0 <
1

n
< b− a. (2)

Â ôîðìóëèðîâêå ïðèíöèïà Àðõèìåäà ïîëîæèì x = a è h = 1
n
. Òîãäà íàéäåòñÿ m ∈ Z

òàêîå, ÷òî
m− 1

n
6 a <

m

n
.

Ïîêàæåì, ÷òî m
n
< b. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü m

n
> b, òîãäà

m− 1

n
6 a < b 6 m

n
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

b− a 6 m

n
− m− 1

n
=

1

n
,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (2). �

Ñëåäñòâèå 4.

∀ x ∈ R ∃ k ∈ Z k 6 x < k + 1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî â ôîðìóëèðîâêå ïðèíöèïà Àðõèìåäà âçÿòü h = 1.
�

Îïðåäåëåíèå 5. ×èñëî k ∈ Z, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

k 6 x < k + 1,

íàçûâàåòñÿ öåëîé ÷àñòüþ ÷èñëà x.
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Ïðèíöèï Êàíòîðà

Îïðåäåëåíèå 6. Åñëè êàæäîìó íàòóðàëüíîìó n ∈ N ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå
÷èñëî xn ∈ R, òî ñîâîêóïíîñòü x1, x2, . . . , xn... íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ {xn}, à ÷èñëî xn íàçûâàåòñÿ n-ì ýëåìåíòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ {[an, bn]} íàçûâàåòñÿ âëîæåííîé, åñ-
ëè

[an, bn] ⊃ [an+1, bn+1], n ∈ N,

ò. å.
[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ [a3, b3] ⊃ . . . ⊃ [an, bn] ⊃ . . .

Îïðåäåëåíèå 8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ {[an, bn]} íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàþùåé-
ñÿ, åñëè

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N ∀n > N(ε) bn − an < ε.

(Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî äëèíû îòðåçêîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.)

Ëåììà (î âëîæåííûõ ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêàõ). Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåí-
íûõ ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ èìååò îáùóþ òî÷êó è ïðè òîì òîëüêî îäíó.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååì an < bn, òàê êàê ëåâûé êîíåö îòðåçêà
ìåíüøå ïðàâîãî. Ïîêàæåì, ÷òî

an < bm, n,m ∈ N. (3)

Îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèì, íàéäóòñÿ òàêèå n ∈ N è m ∈ N, ÷òî an > bm. Òîãäà äëÿ
îòðåçêîâ ñ ýòèìè íîìåðàìè ïîëó÷èì

am < bm 6 an < bn.

Òî åñòü íè îäèí èç îòðåçêîâ [an, bn] è [am, bm] íå âëîæåí â äðóãîé. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ âëîæåííîñòè îòðåçêîâ (äëÿ âëîæåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòðåçîê ñ áîëüøèì
íîìåðîì ëåæèò â îòðåçêå ñ ìåíüøèì íîìåðîì).

Èòàê, óñëîâèå (3) âûïîëíåíî. Òîãäà ïî àêñèîìå íåïðåðûâíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë (àêñèîìà VII) íàéäåòñÿ ÷èñëî c ∈ R òàêîå, ÷òî

an 6 c 6 bm, n,m ∈ N.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = m èìååì

an 6 c 6 bn, n ∈ N.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà c ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èç îòðåçêîâ [an, bn], ñëåäîâàòåëüíî,
ïðèíàäëåæèò èõ ïåðåñå÷åíèþ:

c ∈
∞∩
n=1

[an, bn].

Ïîêàæåì, ÷òî îáùàÿ òî÷êà � îäíà. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü

c1 ∈
∞∩
n=1

[an, bn], c2 ∈
∞∩
n=1

[an, bn].
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Ðàññìîòðèì |c1 − c2| > 0. Ïîñêîëüêó òî÷êè c1, c2 ëåæàò â êàæäîì îòðåçêå [an, bn], ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó íèìè íå ïðåâîñõîäèò äëèíû îòðåçêà:

0 6 |c1 − c2| 6 bn − an, n ∈ N.

Ïî óñëîâèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ ñòÿãèâàþùàÿñÿ, òî åñòü

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N ∀n > N(ε) bn − an < ε.

Åñëè âûáðàòü n > N(ε), òî ïîëó÷èì

0 6 |c1 − c2| 6 bn − an < ε.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 èç ïðèíöèïà Àðõèìåäà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |c1−c2| = 0, ò. å. c1 = c2,
è îáùàÿ òî÷êà � îäíà. �

Ïðèíöèï ïðåäåëüíîé òî÷êè

Òåîðåìà (òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ ìíîæåñòâ). Ëþáîå îãðàíè÷åííîå
áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî R èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X ⊂ R, X � îãðàíè÷åíî, ò. å. íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà a è b
òàêèå, ÷òî

a 6 x 6 b, x ∈ X ⇐⇒ X ⊆ [a, b].

Ðàçäåëèì îòðåçîê [a, b] ïîïîëàì è ðàññìîòðèì äâå åãî ïîëîâèíêè: [a, a+b
2
] è [a+b

2
, b].

Ìíîæåñòâî X � áåñêîíå÷íîå, ïîýòîìó âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) â êàæäîì èç îòðåçêîâ [a, a+b

2
], [a+b

2
, b] ëåæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæå-

ñòâà X;
2) â îäíîì èç îòðåçêîâ [a, a+b

2
], [a+b

2
, b] ëåæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

X.
Â ïåðâîì ñëó÷àå âûáåðåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ëåâûé îòðåçîê è îáîçíà÷èì åãî [a1, b1].

Âî âòîðîì ñëó÷àå âûáåðåì òîò îòðåçîê, êîòîðûé ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà X, è îáîçíà÷èì åãî [a1, b1].

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè

[a1, b1] ⊂ [a, b], d1 = b1 − a1 =
b− a

2

è [a1, b1] ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X. Ðàçäåëèì îòðåçîê [a1, b1]
ïîïîëàì è ðàññìîòðèì äâå åãî ïîëîâèíêè: [a1,

a1+b1
2

] è [a1+b1
2

, b1]. Ìíîæåñòâî X � áåñêî-
íå÷íîå, ïîýòîìó ñíîâà âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1) â êàæäîì èç îòðåçêîâ [a1,
a1+b1

2
], [a1+b1

2
, b1] ëåæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà X;
2) â îäíîì èç îòðåçêîâ [a1,

a1+b1
2

], [a1+b1
2

, b1] ëåæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíî-
æåñòâà X.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñíîâà âûáåðåì ëåâûé îòðåçîê è îáîçíà÷èì åãî [a2, b2]. Âî âòîðîì
ñëó÷àå âûáåðåì òîò îòðåçîê, êîòîðûé ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
X, è åãî îáîçíà÷èì [a2, b2].

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè

[a2, b2] ⊂ [a1, b1] ⊂ [a, b], d2 = b2 − a2 =
b− a

22
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è [a2, b2] ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X. È òàê äàëåå.
Íà n-ì øàãå ðàçäåëèì îòðåçîê [an−1, bn−1] ïîïîëàì è ðàññìîòðèì äâå åãî ïîëîâèíêè.

Ñíîâà, â ñèëó áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà X, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) â êàæäîì èç îòðåçêîâ [an−1,

an−1+bn−1

2
], [an−1+bn−1

2
, bn−1] ëåæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X;
2) â îäíîì èç îòðåçêîâ [an−1,

an−1+bn−1

2
], [an−1+bn−1

2
, bn−1] ëåæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ñíîâà âûáåðåì ëåâûé îòðåçîê è îáîçíà÷èì åãî [an, bn]. Âî âòîðîì

ñëó÷àå âûáåðåì òîò îòðåçîê, êîòîðûé ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
X, è åãî îáîçíà÷èì [an, bn].

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì

[an, bn] ⊂ [an−1, bn−1] ⊂ . . . ⊂ [a2, b2] ⊂ [a1, b1] ⊂ [a, b],

dn = bn − an =
b− a

2n

è [an, bn] ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X.
Ýòîò ïðîöåññ íå ïðåðâåòñÿ, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî X ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

ýëåìåíòîâ. Òîãäà ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ. Äîêàæåì, ÷òî
ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ñòÿãèâàþùàÿñÿ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ðå-
øèì íåðàâåíñòâî

b− a

2n
< ε ⇐⇒ 2n >

b− a

ε
⇐⇒ n > log2

b− a

ε
.

Ïîëîæèì N = max{[log2 b−a
ε
] + 1, 1}. Òàêîé âûáîð ãàðàíòèðóåò íàì, ÷òî N ∈ N è

∀n > N =⇒ n > log2
b− a

ε
.

Ïî ëåììå î âëîæåííûõ ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêàõ

∃ c ∈
∞∩
n=1

[an, bn].

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òî÷êà c � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X. Âîçüìåì ïðîèç-
âîëüíóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè c, O(c), è âïèøåì â íåå ñèììåòðè÷íóþ ε-îêðåñòíîñòü

Oε(c) ⊆ O(c).

Äëÿ ýòîãî ε, â ñèëó òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ � ñòÿãèâàþùàÿñÿ,

∃N(ε) ∈ N ∀n > N(ε) bn − an < ε.

Çàôèêñèðóåì n0 > N(ε), òîãäà
[an0 , bn0 ] ⊂ Oε(c),

à ïî ïîñòðîåíèþ îòðåçîê [an0 , bn0 ] ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè c ëåæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà c � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà X. �
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