
14. Непрерывность функции многих
переменных

14.1. Непрерывность в точке.
Локальные свойства
непрерывных функций

Пусть функция f(x) определена на множестве X ⊆ R
n

и x0 ∈ X.

Определение 14.1. Функция f называется непрерыв-
ной в точке x0, если

∀O(f(x0)) ∃O(x0) ∀ x ∈ X ∩O(x0) ⇒ f(x) ∈ O(f(x0)),

или

∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 ∀ x ∈ X

(ρ(x, x0) < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε),

или ∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 ∀ x ∈ X

⎛
⎜⎜⎜⎝
|x1 − x0

1| < δ,
|x2 − x0

2| < δ,
⇒ |f(x)− f(x0)| < ε...

|xn − x0
n| < δ

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

где x = (x1, x2, . . . , xn), x0 = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n).

Если x0 ∈ X ′, то функция f(x) непрерывна в точке x0

тогда и только тогда, когда lim
x→x0

f(x) = f(x0).
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Определение 14.2. Пусть y = f(x), x ∈ X, x0 ∈ X.
Функция f(x) называется непрерывной в точке x0, если

∀ {xp} ⊂ X

(
lim
p→∞

xp = x0 ⇒ lim
p→∞

f(xp) = f(x0)

)
.

Приведенные определения равносильны, что следует
из эквивалентности определений предела по Коши и по
Гейне.

Теорема 14.1. Если функция f непрерывна в точке
x0 и f(x0) > 0 (f(x0) < 0), то найдутся такие O(x0) и
r > 0, что

f(x) � r > 0 (f(x) � −r < 0) при x ∈ O(x0) ∩X.

Док а з а т е л ь с т в о. Если x0 ∈ X ′, то lim
x→x0

f(x) = f(x0),
т. е.

∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) ∀ x ∈ Oδ(x0) ∩X ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Пусть f(x0) > 0. Положим ε = f(x0)
2

> 0, по нему найдем
δ(ε) и для любого x ∈ Oδ(x0) ∩X получим

|f(x)− f(x0)| < f(x0)

2
,

т. е.
f(x0)− f(x0)

2
< f(x) <

3

2
f(x0),

откуда

f(x) > r =
f(x0)

2
> 0. �

Как и для функции одной переменной, имеют место
теоремы о непрерывности суммы, произведения и частно-
го двух непрерывных функций. Формулировки и доказа-
тельства этих теорем те же, что и для функции одной пе-
ременной.
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Теорема 14.2 (непрерывность сложной функции).
Пусть отображение x = ϕ(t) определено в некоторой
окрестности точки t0 = (t01, t

0
2, . . . , t

0
m) ∈ R

m и непрерыв-
ным образом отображает ее в точку x0 = (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ∈

R
n. Пусть функция f(x) определена в некоторой окрест-
ности точки x0 и непрерывна в этой точке. Тогда слож-
ная функция F (t) = f(ϕ(t)) непрерывна в точке t0.

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что для отображения

ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t))

непрерывность в точке t0 означает непрерывность каждой
из функций ϕi(t) в точке t0 как функции m переменных,
т. е. если {tp} ⊂ R

m и tp −→
p→∞ t0, то

ϕ(tp) = (ϕ1(t
p), ϕ2(t

p), . . . , ϕn(t
p)) −→

p→∞

−→
p→∞ (ϕ1(t0), ϕ2(t0), . . . , ϕn(t0)) = (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) = x0.

Положим xp = ϕ(tp), тогда xp −→
p→∞ x0. В силу непрерыв-

ности функции f , f(xp) −→
p→∞ f(x0), т. е.

F (tp) = f(ϕ(tp)) −→
p→∞ f(x0) = f(ϕ(t0)) = F (t0). �

14.2. Непрерывность на множестве.
Свойства функций, непрерывных
на множестве

Определение 14.3. Функция f(x) называется непре-
рывной на множестве X ⊆ R

n, если она непрерывна в
каждой точке множества X.
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Определение 14.4. Множество M из Rn называется
связным, если любые две точки множества можно соеди-
нить непрерывной кривой, лежащей в этом множестве.

Напомним, что непрерывной кривой называется непре-
рывный образ отрезка⎧⎪⎨

⎪⎩
x1 = x1(t),

... α � t � β,
xn = xn(t),

где xi(t) непрерывны на [α, β] при всех i = 1, 2, . . . , n.

Теорема 14.3. Пусть G — связное множество в Rn.
Пусть функция f непрерывна на G и существуют a ∈ G
и b ∈ G такие, что f(a) 
= f(b). Тогда для любого числа
C, заключенного между f(a) и f(b), существует точка
c ∈ G такая, что f(c) = C.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как G — связное множество,
существует непрерывная кривая

L :

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

x1 = ϕ1(t),
x2 = ϕ2(t),

... α � t � β,
xn = ϕn(t),

соединяющая точки a и b и лежащая в G, т. е.
a = (ϕ1(α), ϕ2(α), . . . , ϕn(α)), b = (ϕ1(β), ϕ2(β), . . . , ϕn(β))
и x = (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) ∈ G при любом t ∈ [α, β] .

Пусть F (t) = f(ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)). По теореме о
непрерывности сложной функции функция F (t) непрерыв-
на на [α, β] и F (α) = f(a), F (β) = f(b), т. е. F (α) 
= F (β) и
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C между F (α) и F (β). Тогда по теореме о промежуточном
значении непрерывной на отрезке функции одного пере-
менного найдется такая точка γ ∈ (α, β), что F (γ) = C, а
тогда c = (ϕ1(γ), ϕ2(γ), . . . , ϕn(γ)) ∈ G — искомая точка.�

Теорема 14.4 (первая теорема Вейерштрасса). Любая
непрерывная на компакте функция ограничена на нем.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть функция f непрерывна на
компакте F . Предположим, что она не ограничена на F ,
т. е.

∀E > 0 ∃ xE ∈ F |f(xE)| > E.

Тогда, полагая E натуральными, получим

E = 1 ∃ x1 ∈ F |f(x1)| > 1,

E = 2 ∃ x2 ∈ F |f(x2)| > 2,
. . .

E = p ∃ xp ∈ F |f(xp)| > p,
. . .

Последовательность {xp} ограничена (что следует из огра-
ниченности F ), выделим из нее сходящуюся подпоследо-
вательность {xpk}, и пусть a – ее предел. Поскольку F
замкнуто, a ∈ F . Из непрерывности функции f следует,
что lim

k→∞
f(xpk) = f(a), а из построения {xp} следует, что

lim
k→∞

|f(xpk)| = +∞. Полученное противоречие доказывает
ограниченность функции f на компакте F. �

Теорема 14.5 (вторая теорема Вейерштрасса). Непре-
рывная на компакте функция достигает своих точных
граней.

Док а з а т е л ь с т в о полностью совпадает с доказатель-
ством этой теоремы для функции одной переменной.
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